
Pro A ∈ Λd nazveme funkci f : A → R m¥°itelnou, pokud má m¥°itelné
roz²í°ení na Rd. Prostor v²ech funkcí m¥°itelných na A budeme zna£itM(A).

V¥ta 1 (o limit¥ integrálu závislého na parametru). Nech´ I ⊆ R je otev°ený

interval, p ∈ I, A ⊂ Rd m¥°itelná a f : I ×A→ R. P°edpokládejme navíc, ºe

� funkce x 7→ f(t, x), x ∈ A, je m¥°itelná pro v²echna t ∈ I \ {p}

� limita lim
t→p

f(p, x) =: F (x) existuje pro s.v. x ∈ A,

� existuje g ∈ L(A), ºe |f(p, x)| ≤ g(x) pro s.v. x ∈ A a v²echna t ∈ P .

Potom F ∈ L(A) a platí

lim
t→p

∫
A

f(t, x) dx =

∫
A

F

Poznámky a p°íklady. 1. V¥ta platí i pro jednostranné limity. P°edpo-

klady navíc sta£í ov¥°it jen lokáln¥.

2. Funkce

Γ(t) =

∫ ∞
0

xt−1e−x dx

je spojitá na (0,∞)

3. V¥ta má i variantu pro spojitost: Nech´ I ⊆ R je otev°ený interval, p ∈ I,
A ⊂ Rd m¥°itelná a f : I ×A→ R. P°edpokládejme navíc, ºe

� funkce x 7→ f(t, x), x ∈ A, je m¥°itelná pro v²echna t ∈ I,

� funkce t 7→ f(t, x) je spojitá v p pro s.v. x ∈ A,

� existuje g ∈ L(A), ºe |f(t, x)| ≤ g(x) pro s.v. x ∈ A a v²echna t ∈ I.

Potom je funkce t 7→
∫

f(t, x) dx spojitá v bod¥ p.

4. Rovn¥º existuje i varianta vyuºívající Leviho v¥tu místo Lebesgueovy.

V¥ta 2 (o derivaci integrálu závislého na parametru). Nech´ I ⊆ R je otev°ený

interval, p ∈ I, A ⊂ Rd m¥°itelná a f : I ×A→ R. P°edpokládejme navíc, ºe

� funkce x 7→ f(t, x), x ∈ A, je m¥°itelná pro v²echna t ∈ I,

� existuje ∂f
∂t (t, x) pro v²echna t ∈ I a s.v. x ∈ A,

� existuje g ∈ L(A), ºe
∣∣∣∂f∂t (t, x)

∣∣∣ ≤ g(x) pro s.v. x ∈ A a v²echna t ∈ P ,

� existuje p ∈ I, ºe funkce x 7→ f(p, x), x ∈ A, leºí v L(A).

Potom je funkce F : t 7→
∫

f(t, x) dx de�nována na I, má tam vlastní derivaci

a pro t ∈ I platí

F ′(t) =

∫
A

∂f

∂t
(t, x) dx.
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Poznámky a p°íklady. 1. Γ(n) =

∫ ∞
0

xt−1e−x logn x dx,

2.

∫ ∞
0

e−tx − 1

xex
dx = − log(t + 1).

Prostory Lp

NaM(A) de�nujeme relaci ekvivalence ∼ jako f ∼ g, práv¥ tehdy, kdyº f = g
s.v.

Pro p ∈ [1,∞) de�nujeme

||f ||Ap =

(∫
A

|f |p
) 1

p

,

Lp(A) =
{
f ∈M(A) : ||f ||Ap <∞

}
,

a
Lp(A) = {〈f〉 : f ∈ Lp(A)}.

Platí

V¥ta 3 (Vlastnosti prostor· Lp). 1. (Lp(A), || · ||p) je úplný normovaný li-

neární prostor,

2. pro p, q ∈ [1,∞),
1

p
+

1

q
= 1 a f, g ∈M(A) platí

||fg||1 ≤ ||f ||p · ||g||q.

3. pro p, q ∈ [1,∞),
1

p
+

1

q
= 1, f ∈ Lp(A), g ∈ Lq(A) platí fg ∈ L1(A).
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